整凸集合上の離散不動点定理について (ゲーム理論、数理経済学への離散凸解析の応用) by 飯村, 卓也 et al.
Title整凸集合上の離散不動点定理について (ゲーム理論、数理経済学への離散凸解析の応用)
Author(s)飯村, 卓也; 室田, 一雄; 田村, 明久









Department of Management, Tokyo Metropolitan College
(Kazuo Murota)
Graduate School of Information Science and Technology, University of Tokyo
(Akihisa Tamura)
Research Institute for Mathematical Sciences, Kyoto University





, ) ([3, 1])
.
$\mathrm{R}$ , $\mathrm{Z}$ $n$ t
$\mathrm{Z}^{n}$ $z=$ $(z_{i}\in \mathrm{Z}:i =1, . .., n)$ , $||\cdot|$ $||y||_{\infty}=$
$\max\{|y_{i}||i=1, \ldots, n\}$ , ( $y$ ) , $||\cdot|$ |2 $||y||_{2}=( \sum_{i=1}^{n}y_{i^{2}})_{:}^{1/2}$
( $y$ ) ,
2
$X\subset \mathrm{Z}^{n}$ (discretely convex) , $\overline{X}$ $\mathrm{R}^{n}$ $X$
$X=\overline{X}\cap \mathrm{Z}^{n}$ (1)
. $X$ $\overline{X}$ ,
“ ” (hole free [3]). $X\subset \mathrm{z}^{n}$ (contiguously convex [2])
.




$X\subset \mathrm{Z}^{n}$ , $\Gamma:Xarrowarrow X$ . $x\in\Gamma(x)$
$x\in X$ $\Gamma$ . $x\in X$ $\pi \mathrm{r}$ (x) $x$ $\overline{\Gamma(x)}$
,
$||\pi$r $(x)-x||_{2}=\mathrm{m}_{\frac{\mathrm{i}\mathrm{n}}{\Gamma(x)}}||y\in$y-x $||$ 2 (3)
$\overline{\Gamma(x)}$ . $\tau(x)=\pi_{\Gamma}(x)-x$
$\sigma(x)=$ (sign$(\tau_{i}(x))$ $\in\{+1,0,$ $-1\}:i=1,$ $\ldots,n$) (4)
($\tau_{i}$ (x) $\tau(x)$ $i$ ). $\sigma(x)$ $x$ $\Gamma(x)$ .
, $z$ z $\mathrm{Z}^{n}$ $\simeq$
$z\simeq z’\mathrm{I}|z-z’||_{\infty}\leq 1$ (5)
. $\Gamma:Xarrowarrow X$ (direction preserving[2])1 , $x\simeq x$ ’
$x,x’\in X$
$\sigma$i $(x)>0\Rightarrow\sigma_{i}(x’)\geq 0$ $(i=1, \ldots,n)$ (6)
( $\sigma_{i}$ (x) $\sigma(x)$ $i$ ).
$\sigma$i $(x)<0\Rightarrow\}\sigma$i $(x’)\leq 0$ $(i=1, . . . ,n)$ (7)
, .
[2] .
: $X\subset \mathrm{Z}^{n}$ . $\Gamma:Xarrowarrow X$
, $\Gamma$ .
. $X\subset \mathrm{Z}^{3}$
$X=\{a=(0,1,0), b=(1,0,0), c=(2,0,0), d=(3,0,0), e=(4,0,1)\}$ (8)
, $\Gamma:Xarrowarrow X$
$\Gamma(a)=\Gamma(b)=\{e\},$ $\Gamma(c)=\{a, e\},$ $\Gamma(d)=\Gamma(e)=\{a\}$ (9)
. $X$ $\Gamma$ ( 1). $\Gamma$
, $\tau$ $\sigma$ :
$a\simeq b,$ $b\simeq c,$ $c\simeq d,$ $d\simeq e$ (10)
1
$\tau$ $\tau_{i}(x)>0\Rightarrow\tau_{i}(x")\geq 0,$ $\forall i=1,$ $\ldots,n$ .
38
1: . $X=\{a=(0, 1, 0)$ , $b=(1,0,0),$ $c=(2,0,0),$ $d=(3,0,0),$ $e=$
$(4,0,1)\}$ $\Gamma(a)=\Gamma(b)=\{e\},$ $\Gamma(c)=\{a, e\}$ , $\Gamma(d)=\Gamma(e)=\{a\}.$
, $\simeq$ .
$\tau$ (a) $=$ ( $4,$ -1,
$\tau$ (b) $=$ ( $3,$ 0,






$\tau$ (d) $=$ (-3,
$\tau$ (e) $=$ (-4,
$\sigma$ (a) $=$ $(+1, -1, +1)$
$\sigma$ (b) $=$ $(+1, 0, +1)$
$\sigma$ (c) $=$ $(0, +1, +1)$
$\sigma$ (d) $=$ $(-1, +1, 0)$





$y\in \mathrm{R}^{n}$ $N$ (\emptyset
$N(y)=$ { $z\in \mathrm{Z}^{n}|||$z-y$||_{\infty}<$1}(12)
. $X\subset \mathrm{Z}^{n}$ $($integrally convex $[3])^{2}$ , $X$
$y\in\overline{X}\Rightarrow y\in\overline{X\cap N(y)}$ $(\forall y\in \mathrm{R}^{n})$ (13)
. $X$ , $\overline{X}$ $y$ , $X$ $N$ (\emptyset
. .
( \Rightarrow \Rightarrow .)
. .
2 ‘. ” (integrally convex f.unction [1]) . [3],
Section 3.4 .
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1. $X\subset \mathrm{Z}^{n}$ . $X$ $\overline{X}$ 3 $S$ ,
$y\in\overline{X}$ $y$ $S(\psi\in S$ $N$ (\emptyset .
$y\in\overline{X}\Rightarrow y\in\overline{S(y)\cap N(y)}$ $(\forall y\in \mathrm{R}^{n})$ (14)
, $x\in X$ $\{x\}\in S$ .
, .
2. $X\subset \mathrm{Z}^{n}$ . $\Gamma:Xarrowarrow X$
, $\Gamma$ .
. Brouwer (“$\mathrm{R}^{n}$
”) . , $\overline{X}$ $\overline{X}$ $\gamma$ . $y$
$\overline{X}$ . $X$ $\overline{X}$ 1
$S$ $y\in\overline{S(y)\cap N(y)}$ . , $y$
$y= \sum_{x\in S(y)\cap N(y)}\lambda_{x}$
x, $\sum\lambda_{x}=1$ , $\lambda_{x}\geq 0$ , (15)




. , $x\in X$ $\gamma(x)=\pi_{\Gamma}(x)\in\overline{X}$ $y\in\overline{X}$
$\gamma(y)\in\overline{X}$ . , $S$ 1 $\gamma$
. Brouwer $\gamma$ $y\in\overline{X}$ .
$\Gamma$ , $y$ $\gamma$ .
$\sum_{x\in S(y)\cap N(y)}\lambda_{x}x=y=\gamma(y)=\sum_{x\in S(y)\cap N(y)}\lambda_{x}\pi_{\Gamma}(x)$
, (17)
$\sum_{x\in S(y)\cap N(y)}\lambda_{x}(\pi_{\Gamma}(x)-x)=\sum_{x\in S(y)\cap N(y)}\lambda_{x}\tau(x)=0$
(18)
(0 $\mathrm{R}^{n}$ ). $\Gamma$ $\lambda_{\}>0$ $\tau(x)=0$
, $\tau$ $x\in X$ $x\in\overline{\Gamma(x)}\cap \mathrm{Z}^{n}$ . $\Gamma(x)$
$\overline{\Gamma(x)}\cap \mathrm{Z}^{n}=\Gamma(x)$ , $x\in\Gamma(x)$ $x$ $\Gamma$ .
, $S$ (y) $y\in\overline{X}$ $S(y)\cap N$ (y) .
, $\gamma$ $y\in\overline{X}$ $S(y)\cap N$ (y) $x\in X$ $\Gamma$ .
$3\overline{X}$ $S$ , (a) $\overline{X}=\bigcup_{\mathrm{S}\in S}S,$ (b) $S\in S,$ $S$’ $S$ $\Rightarrow S’\in S,$ (c) $S_{1},$ $S_{2}\in s$
Sl\cap S2\neq \emptyset \Rightarrow Sl\cap S $\in S$ , . ,
.
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1 $f:\mathrm{Z}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ (convex
closure) , $\overline{f}$ : $\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ , $\{(z, \alpha)\in$
$\mathrm{Z}^{n}\mathrm{x}\mathrm{R}|\alpha\geq f$(z) $\}$ . $p\in \mathrm{R}^{n}$ $y$ $\langle p, y\rangle$
, $\overline{f}[-p]$
$\overline{f}[-p](y)=\overline{f}(y)-\langle p, y\rangle$ $(\forall y\in \mathrm{R}^{n})$ (19)
. $\overline{f}$ [-p] $\arg\min\overline{f}$[-p]
$\arg\min\overline{f}[-p]$ $=\{y\in \mathrm{R}^{n}|\overline{f}[-p](y)\leq\overline{f}[-p](y’),\forall y’\in \mathrm{R}^{n}\}$. (20)
$X$ (indicator function) $\delta_{X}$ : $\mathrm{Z}^{n}arrow\{0, +\infty\}$ , $x\in X$ $\delta_{X}(x)=0$ ,
$\delta_{X}(x)=+\infty$ .
1 . $\overline{X}$ ,
.
$X$ $\delta_{X}$ , $g:\mathrm{Z}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$
$g(x)=\delta$x $(x)+ \sum_{i=1}^{n}x_{i^{2}}$ $(\forall x\in \mathrm{Z}^{n})$ (21)
. $\overline{g}$ , $\overline{X}$
, $g$ 2 ( ) .
$p\in \mathrm{R}^{n}$ $\arg \mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\overline{g}$ [-p] 9 , $\overline{X}$ $z\in \mathrm{Z}^{n}$
$\{y\in \mathrm{R}^{n}|z\leq y\leq z+1\}$ (1 1
). $p\in \mathrm{R}^{n}$ $\arg\min\overline{g}$ [-p]
. $g$ .
$d$ $x\neq x’$ $x,x’\in X$ $\langle d,x\rangle\neq\langle d,x$ ’)
. $X$ : $L$
$d=$ $(1, L, L^{2}, \ldots, L^{n-1})$ ( $\langle d, x\rangle$ $x\in X$
). $\epsilon>0$ , $h_{\epsilon}$ : $\mathrm{Z}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$
$h_{\epsilon}(x)=g(x)+\epsilon\exp\langle d,x\rangle$ $(\forall x\in \mathrm{Z}^{n})$ (22)
.
–
$h_{\epsilon}$ . $X$ , $p\in \mathrm{R}^{n}$
$\arg\min\overline{g}$ [-p] , $\epsilon>0$
, $p\in \mathrm{R}^{n}$ $\arg\min\overline{h_{\epsilon}}[-p]$ , .
. $\arg\min\overline{h_{\epsilon}}[-p]$ $X$ .
, $p\in \mathrm{R}^{n}$ $S= \arg\min\overline{h_{\epsilon}}[-p]$ : $S$
. . $S$ ,
$\{x^{i}\in S\cap \mathrm{Z}^{n}|i\in I\}$ $\{x^{j}\in S\cap \mathrm{Z}^{n}|j\in J\}$ ,
139






$=$ $y$ $=$ 5, (24)
$\sum_{i\in I}\lambda_{i}h_{\epsilon}(x^{i})$
$=\overline{h_{\epsilon}}$(y) $=$ $\sum_{j\in J}^{j\in J}\mathrm{X}_{\mathrm{j}}h_{\epsilon}(x^{j})$ (25)
. $\overline{g}$ $S$ $\sum_{i\in I}\lambda$i$g(x^{i})= \sum_{j\in J}$ \lambda jg(x ,
$\sum_{i\in I}\lambda_{i}\exp\langle d, x^{:}\rangle=\sum_{j\in J};\lambda_{j}\exp\langle d, x^{j}\rangle$
(26)
, $e$ ,
$F(t)= \sum_{i\in I}\lambda_{i}t^{\{d,x)}\dot{.}-\sum_{j\in J}\lambda_{j}t^{\langle d,x^{j}\rangle}$
(27)
($F(e)=0$ ) , $e$ . $S$
.
$S= \{\arg\min\overline{h_{\epsilon}}[-p]|p\in \mathrm{R}^{n}\}$ (28)
. (a) $\overline{X}=\bigcup_{S\in \mathrm{S}}S;$ (b) $S\in S$ $S’$ $S$ $S’\in S$ ; (c)
$S_{1},$ $S_{2}\in S$ $S_{1}\cap S_{2}\neq\emptyset$ $S_{1}\cap S_{2}\in S$ , . ,
$y\in\overline{X}$
$y$ $S(\emptyset\in S$ ( (c) )
$N$ (y) . .
$S$ (y) $x$ $x\not\in N$ (y) . $S$ (y) , $x$
, $S(y)\cap\overline{N(y)}$ $S$ (\emptyset , $y$ ( ),
. $S$ (y) . $S$ (y) $N$ (y)
. $N$ (y) $y\in\overline{X}$ $y\in\overline{S(y)\cap N(y)}$ ,
$x\in X$ $\{x\}\in S$ .
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